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摘 要： 研究压缩感知信号重构算法，提出了一种不需要精确知道信号稀疏度的先验知识，就能重构出目标信

号的盲稀疏度迭代贪婪跟踪重构新算法．采用分段的方法来逐段估计、扩充目标信号的真实支撑域，并应用后向追踪
思想，自适应地调整候选序列，以便每一次迭代时更加精确地估计真正的支撑域．理论分析与实验证明，算法性能超过
了现有的迭代贪婪跟踪重构算法性能；给出了迭代贪婪跟踪信号重构的统一框架，正交匹配跟踪和子空间跟踪算法可

以看成它的特例；在计算复杂度和重构算法性能之间做出了最佳折衷；有更强的实用性．
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１ 引言

继小波分析和多尺度几何分析之后，２００６年由
Ｃａｎｄèｓ，Ｒｏｍｂｅｒｇ，Ｔａｏ［１～３］和 Ｄｏｎｏｈｏ［４，５］等正式提出了一
种新颖的信号分析理论 －压缩感知理论（Ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅ
Ｓｅｎｓｉｎｇ）．其基本思想是：只要信号本身或在某个变换域
上是稀疏的或可压缩的，那么就可用一个与变换矩阵不

相关的测量矩阵将变换域的高维信号投影到一个低维

空间上，然后通过求解一个优化问题就能从少量的投影

中以高概率重构出原信号．在该理论框架下，采样速率
不取决于信号带宽，而取决于信号本身的结构和内容．
压缩感知理论与传统的奈奎斯特采样定理不同，它提出

了将模拟信号直接采样压缩为数字形式的有效途径，给

信号采样方法带来一次新的革命．近两年，国内学者也
着手该领域的相关研究［６～１１］．

压缩感知理论的主要研究内容包括信号的稀疏变

换、测量矩阵设计、信号的重构算法等．本文旨在研究信
号的重构算法．重构算法主要有两类，一类是贪婪算法，
又称为匹配跟踪算法（ＭＰ）［１２，１３］，它是直接求解 ｌ０范数
最小化问题．另一类是基跟踪算法（ＢＰ）［１４］，它是把 ｌ０
范数最小化转化为 ｌ１范数最小化并通过线性规划
（ＬＰ）［１５～１７］求解．基跟踪算法比匹配跟踪算法所求的解
更加精确，但是需要更高的计算复杂度．最近有些学者
提出了一些匹配跟踪算法如正则化正交匹配跟踪法

（ＲＯＭＰ）［１８］、压缩抽样匹配跟踪法（ＣｏＳａＭＰ）［１９］和子空间
跟踪法（ＳＰ）［２０］，这些算法与基跟踪算法一样可以保证
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收敛，但是计算复杂度与正交匹配跟踪法（ＯＭＰ）［２１］相
当．梯度跟踪算法（ＧＰ）［２２～２４］与 ＭＰ类似但每次迭代时
更新稀疏解矢量是通过计算有方向性的更新矢量的梯

度或共轭梯度．互补匹配跟踪（ＣＭＰ）［２５］类似于匹配跟
踪，它是在系数空间而不是信号空间实现的．所有这些
匹配跟踪算法都需要稀疏度 Ｋ作为精确重构的先决条
件之一，然而，在实际应用中信号的稀疏度 Ｋ通常是未
知的．例如大多数自然图像信号在某一种去相关变换
下（如小波变换）仅仅是可压缩的，而不是精确稀疏的，

此类信号的稀疏度难以定义，更谈不上预先知道．现有
的匹配跟踪算法通过修改后也可以处理这一问题，如

ＯＭＰ算法通过改变迭代的终止条件，然而，算法能否精
确重构和稳定收敛是不确定的．有的算法如 ＳＰ和
ＣｏＳａＭＰ预先对 Ｋ进行猜测；此时，如果低估了 Ｋ值，算
法就会消除了精确重构的能力；如果高估了 Ｋ值，算法
的鲁棒性和重构精度都会下降．有鉴于此，本文基于 ＳＰ
算法设计了一种不需要预先精确知道信号稀疏度，即

所谓的盲稀疏度重构新算法（以下简称 ＮｅｗＡｌｇｒ），理论
分析与实验都证明了该算法是有效的、实用性更强．

２ 压缩感知理论

对于 Ｎ维任意矢量ｘ∈ＲＮ，用ｓｕｐｐ（ｘ）表示 ｘ的非
零值的索引集合，｜ｓｕｐｐ（ｘ）｜＝

 
· 表示 ｘ的支撑集大

小或ｌ０范数．假定未知信号 ｘ有Ｋ个非零元素，即｜ｓｕｐｐ
（ｘ）｜＝Ｋ；定义 ｙ∈ＲＭ是ｘ的Ｍ个测量值，即 ｙ＝Φｘ，
其中Φ∈ＲＭ×Ｎ称为抽样矩阵或测量矩阵．压缩感知信
号恢复就是研究从 Ｍ个测量值中重构出ｘ．实际上该
问题是 ｌ０范数最小化问题，即求 ｍｉｎ‖ｘ‖０使得 ｙ＝
Φｘ，但是求解 ｌ０范数最小化是一个 ＮＰ问题，所以一般
将 ｌ０范数最小化转化为 ｌ１范数最小化来求解，即求
ｍｉｎ‖ｘ‖１使得 ｙ＝Φｘ．ｌ１范数最小化实际上是一个凸
优化问题，可以用线性规划（ＬＰ）求解，该方法又称为
ｌ１ＬＰ重构，其复杂度为 Ｏ（Ｎ３），重构精度由有限等距
特性（ＲＩＰｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄｉｓｏｍｅｔｒｙｐｒｏｐｅｒｔｙ）决定．若定义矩阵Φ
∈ＲＭ×Ｎ和集合Ｉ｛１，…，Ｎ｝，矩阵ΦＩ由Ｉ中下标为ｉ
的列向量构成，ｉ∈Ｉ，由ΦＩ张成的空间记为 ｓｐａｎ（ΦＩ），
则有如下结论：

（１）ＲＩＰ特性．对于支撑集 Ｉ｛１，…，Ｎ｝，｜Ｉ｜≤Ｋ
和任意矢量ｑ∈Ｒ｜Ｉ｜，Κ＜Μ，若下式成立（１－δ）

 

ｑ２
２

≤ ΦＩ

 

ｑ２
２≤（１＋δ）

 

ｑ２
２，则称矩阵Φ 满足以（Ｋ，δ）

为参数的有限等距特性，其中０≤δ≤１．｜Ｉ｜≤Ｋ，ｑ
∈Ｒ｜Ｉ｜，定义δ的下确界δΚ：＝ｉｎｆ｛δ：（１－δ）

 

ｑ２
２≤

ΦＩ

 

ｑ（１＋δ）

 

ｑ２
２｝．

（２）ＲＩＰ和Φ 的特征值．若取样矩阵Φ∈ＲＭ×Ｎ满
足参数为（Ｋ，δＫ）的 ＲＩＰ，那么对于所有 Ｉ｛１，…，Ｎ｝，

｜Ｉ｜≤Ｋ，λｍｉｎ和λｍａｘ分别表示Φ 的最小和最大特征值．
则有（１－δＫ）≤λｍｉｎ（ΦＴＩΦＩ）≤λｍａｘ（ΦＴＩΦＩ）≤（１＋δＫ）．

（３）满足ＲＩＰ的测量矩阵．已经证明满足 ＲＩＰ特性
的矩阵大多是随机矩阵［４，５］．主要有两类矩阵，第一类
是具有独立同分布，均值为零方差为 １／Ｎ的高斯矩阵
和柏努立分布的随机矩阵，它们以极高地概率满足 ＲＩＰ
特性．此时 Ｋ≤ＣＭ／（ｌｏｇ（Ｎ／Ｍ）），Ｃ由 ＲＩＰ参数决定．
第二类是由傅立叶变换构成的随机矩阵，即从 Ｎ×Ｎ
随机均匀分布的离散傅立叶变换矩阵中选出Ｍ个行向
量构成的随机矩阵．只要 Ｋ≤ＣＭ／（ｌｏｇ（Ｎ）６），该矩阵将
会以极高的概率满足ＲＩＰ特性．

（４）重构准确度和 ＲＩＰ之间的关系．若Φ 满足以
δＫ，δ２Ｋ，δ３Ｋ为参数的 ＲＩＰ特性，则有δＫ＋δ２Ｋ＋δ３Ｋ＜１．
此时 ｌ１ＬＰ算法能够准确地重构 Ｋ个稀疏信号．
δＫ的单调性．对于任意两个整数 Ｋ≤Ｋ′，则有δＫ

≤δＫ′．
列矢量的近似正交性．若 Ｉ，Ｊ｛１，…，Ｎ｝为两个

不相交的集合，即 Ｉ∩Ｊ＝，且δ｜Ｉ｜＋｜Ｊ｜＜１，则对于任
意矢量 ａ∈Ｒ｜Ｉ｜，ｂ∈Ｒ｜Ｊ｜，有下列不等式成立｜＜ΦＩａ，

ΦＪｂ＞｜≤δ｜Ｉ｜＋｜Ｊ｜

 

ａ２

 

ｂ２和 Φ
Ｔ
ＩΦＪｂ

 

２ ≤δ｜Ｉ｜＋｜Ｊ｜
·

 

ｂ２．该结论隐含着δＫ≤δ２Ｋ≤δ３Ｋ，或δ３Ｋ＜１／３是精
确重构 Ｋ稀疏信号的充分条件．

（５）投影与余差的关系．若 ｙ∈ＲＭ，Φ∈ＲＭ×Ｎ，假定
Φ
Ｔ
ＩΦＩ是可逆的，定义 ｙ在 ｓｐａｎ（ΦＩ）上的投影为 ｙｐ＝

ｐｒｏｊ（ｙ，ΦＩ）：＝ΦＩΦＩｙ，其中ΦＩ：＝（ΦＴＩΦＩ）－１ΦＴＩ为ΦＩ
的伪逆矩阵，Φ

Ｔ
Ｉ代表Φ 的转置矩阵．投影的余差为 ｙｒ

＝ｒｅｓｉｄｕｅ（ｙ，ΦＩ）：＝ｙ－ｙｐ．
余差的正交性．对任一矢量 ｙ∈ＲＭ、满列秩测量矩

阵ΦＩ∈ＲＭ×｜Ｉ｜，若 ｙｒ＝ｒｅｓｉｄｕｅ（ｙ，ΦＩ），则有ΦＴＩｙｒ＝０．
投影余差的近似．若Φ∈ＲＭ×Ｎ，两个互不相交的

集合 Ｉ，Ｊ｛１，…，Ｎ｝，Ｉ∩Ｊ＝．假定δ｜Ｉ｜＋｜Ｊ｜＜１，ｙ∈
ｓｐａｎ（ΦＩ），ｙｐ＝ｐｒｏｊ（ｙ，ΦＪ），ｙｒ＝ｒｅｓｉｄｕｅ（ｙ，ΦＪ），则下面
２不等式成立 ｙ

 

ｐ ２＜（δ｜Ｉ｜＋｜Ｊ｜／（１－δ｜Ｉ｜＋｜Ｊ｜））

 

ｙ２和

（１－（δ｜Ｉ｜＋｜Ｊ｜／（１－δ｜Ｉ｜＋｜Ｊ｜）））

 

ｙ２≤ ｙ

 

ｒ ２≤ ｙ

 

ｐ ２．

３ 压缩感知信号盲稀疏度重构算法

３．１ 算法描述

压缩感知信号匹配跟踪重构算法可分为自上而下

和自下而上两大类．自上而下的方法如ＳＰ和ＣｏＳａＭＰ是
通过向后追踪策略更加准确地确定原子的真正支撑

域．自下而上的方法如 ＯＭＰ等是先假定一个可能解来
估计稀疏度 Ｋ，之后一步一步地向前寻找最终解．本文
的匹配跟踪盲稀疏度重构算法结合了上述两种方法优

点的基础上而设计的．图１给出了算法组成框图．
算法的实现过程以及伪代码如下：
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输入参数：测量矩阵Φ，测量矢量 ｙ，步长 ｓ；输出
为重构信号 ｘ^．

初始化：先假定初始值为 ｘ^＝０；初始余差 ｒ０＝ｙ；
最后序列初始值为空 Ｆ０＝；Ｉ＝｜Ｆｉ｜表示最终序列的
大小．对于矢量 ａ，函数Ｍａｘ（｜ａ｜，Ｉ）的返回值是对应于
矢量 ａ中绝对值最大的索引值．对于集合Λ∈｛１，…，
Ｎ｝，ΦΛ是Φ的子集合．在第 ｉ次迭代时，Ｓｉ，Ｃｉ，Ｆｉ，ｒｉ
分别表示短序列、候选序列、最终序列和余差．首先，假
设第一分段最后序列的大小 Ｉ＝ｓ；迭代索引 ｉ＝１；分段
索引 ｊ＝１．

迭代过程：预测试 ｗｉ＝Ｍａｘ（｜ΦＴｒｉ－１｜，Ｉ）；自适应
地调整并确定候选序列 Ｃｉ＝Ｆｉ－１∪ｗｉ；自适应地调整
并最终序列 Ｆ＝Ｍａｘ（｜ΦＣｉｙ｜，Ｉ）；计算余差 ｒ＝ｙ－

ΦＦΦ

Ｆｙ．判断：如果终止条件为真，则退出迭代；若终止

条件为假，则进一步判断

 

ｒ２≥ ｒｉ

 

－１ ２，为真就进行分

段转换，并更新分段索引 ｊ＝ｊ＋１和最终序列大小 Ｉ＝ｊ
ｓ；否则，更新最终序列 Ｆｉ＝Ｆ和余差ｒｉ＝ｒ，ｉ＝ｉ＋１，
进行下一次迭代，直到满足终止条件为止．最后输出信
号逼近值 ｘ^Ｆ＝ΦＦｙ．

在实际应用时，要解决两个问题：终止条件和步长

如何确定？这里采用余差能量小于某个门限的方法，

即 ｒ

 

ｉ ＜ε，这里ε＝０对应无噪声重构的情况，有噪声
的情况，ε取为噪声能量．至于步长，ｓ＜Ｋ．为避免过估
计，当 Ｋ未知时，安全的选择是 ｓ＝１，但是 ｓ太小，迭代
次数就多．ｓ的取值应该由输入信号的幅度分布来决
定．怎样选取最佳 ｓ值是今后要研究的问题．

新算法采用了分段的方法来逐段扩充支撑域；同

时也采用了后向追踪思想，以便每一次迭代时更加精

确地估计真正的支撑域．新算法最重要的特征在于它
不需要输入参数 Ｋ．与 ＳｔＯＭＰ一样，新算法采用了分段
的方法来逐段扩大真实支撑域；同时，也采用了类似

ＳＰ／ＣｏＳＡＭＰ新算法中的后向追踪思想来精确估计每次
迭代时的真实支撑域．从这个角度来说，它是一种组合
方法．

新算法提供了一个正交匹配跟踪ＯＭＰ和子空间跟
踪ＳＰ的一个统一框架．当 ｓ＝１时，新算法可以粗略地
看成是在迭代过程中具有去除不良坐标提炼特性的正

交匹配跟踪方法．此时，新算法总是比 ＯＭＰ更精确，尽
管它可能需要更多一些迭代次数．另外，当 ｓ＝Ｋ时，若
测量矩阵满足 ＲＩＰ特性，则新算法就变成 ＳＰ算法．此
时，新算法仅需要一个分段就能找到信号的稀疏近似．
当 ｓ＜Ｋ时，新算法的每一分段仍然采用与 ＳＰ类似的

原理，即确定真实支撑域上的部分坐标，然后通过几次

迭代后精确提炼此估计值．然而，新算法与 ＳＰ的行为
完全不同，在每一分段，新算法试图在支撑域上找到数

目更少的坐标并期望有更高的准确度．
３．２ 算法理论分析

定理１（稀疏信号的精确重构） 若 ｘ∈ＲＮ为Ｋ稀
疏信号，其测量值 ｙ＝Φｘ．定义迭代分段值 ＫＳ＝ｓ「Ｋ／ｓ
?．如果传感矩阵Φ满足参数δ３Ｋｓ＜００６的ＲＩＰ特性，那
么新算法能够保证经过有限次迭代后从 ｙ中精确重构
出ｘ．这是基于如下公理．

公理１ 若传感矩阵满足上述 ＲＩＰ条件，则有迭代
分段值「Ｋ／ｓ?等价于估计的稀疏度为 Ｋｓ的 ＳＰ算法（除
去它们有不同的初始最终序列和初始观察矢量）．经过
「Ｋ／ｓ?个分段，新算法能够精确重构目标信号．

在分段「Ｋ／ｓ?，最终序列和短序列长度均为 Ｋｓ≥
Ｋ．算法的预测试和在最终测试与 ＳＰ算法类似，唯一的
区别是ＳＰ算法有空的初始最终序列和满的初始测量
数据时，分段「Ｋ／ｓ?把最后一次迭代的最终序列和测量
余差作为其初始值．第二个内容的详细证明见文献［１８］
的定理２和７．

定理２（稀疏信号的稳定性） 假设条件与定理 １
相同，并假定测量矢量被噪声污染 ｙ＝Φｘ＋ｅ，噪声能
量为σ

２．若传感矩阵Φ 满足参数δ３Ｋｓ＜００６的 ＲＩＰ特
性，那么新算法的信号逼近值 ｘ^满足下式 ｘ－

 

ｘ^ ２≤
ｃＫｓ，其中 ｃＫｓ＝（１＋δ３Ｋｓ）／（δ３Ｋｓ（１－δ３Ｋｓ））．详细证明见

文献［２０］．
定理３（压缩信号的稳定性） 假设算法结束时，最

终序列的坐标数为 Ｋｓｔｏｐ．与定理２的假设条件相同，若
传感矩阵满足参数δ６Ｋｓｔｏｐ＜００３的 ＲＩＰ特性，那么新算
法的信号逼近值 ｘ^满足下式 ｘ－＾

 

ｘ ２≤ ｃ２Ｋｓｔｏｐ（σ＋

（１＋δ６Ｋｓｔｏｐ）／Ｋ槡 ｓｔｏｐ）ｘ－ｘＫ

 

ｓｔｏｐ １．详细证明见文献［２０］．

上述定理是算法精确重构和收敛的充分条件．这
些条件比 ＳＰ算法的条件更加严格，因为稀疏度 ｋ总是
小于或等于其估计值．这可以认为是没有精确的信号
稀疏度信息所付出的额外代价．另一方面，这些充分条
件可能不是最优的或者不是足够严密，因为这里仅仅

考虑了最后阶段而忽视了前面各个分段对整体性能的

影响．详情需要进一步研究．

４ 实验结果与分析

选取信号为高斯分布的稀疏信号，长度 Ｎ＝２５６．测
量矢量数目固定为 Ｍ＝１２８，测量矩阵由部分 ＦＦＴ构成
的正交矩阵．实验目的是对于给定的 Ｍ，观察精确重构
的概率与信号稀疏度 Ｋ之间的关系．对于每一个 Ｋ值
进行３００次实验，从而求出精确重构概率，实验结果见

０２ 电 子 学 报 ２０１１年



图２．从图中可看出，新算法的重构概率超过了所有其
它算法．所有其它算法在 Ｋ＞４０时均失效，而新算法直
到 Ｋ为６０时仍然有效．

取 Ｍ∈｛５０，６０，７０，８０，９０，１００｝实验．对于每一个 Ｍ
值，产生一个稀疏度为２０的信号 ｘ及其测量值ｙ．然后
利用上述算法重构 ｘ．对于每一个 Ｍ值，重复实验３００
次，然后计算信号精确重构概率，实验结果见图３．从图
上可看出，对高斯信号，新算法的性能最好．有趣的是，
当测量矢量的数目不足以保证精确重构时，新算法精

确重构的概率取决于步长的大小．步长越小，精确重构
的概率越大．

实验为 Ｌｅｎａ测试图像．其中 ｌ１最小化算法采用文
献［２３］中的 ＧＰＳＲ方法．测量矩阵用结构化的随机矩
阵．对于ＳＰ算法，输入参数 Ｋ的估计值可以设定为新
算法检测到的非零元素的个数．图４给出了重构图像信
噪比与抽样率 Ｍ／Ｎ之间的关系曲线．图５给出了抽样
率为２０％时重构的Ｌｅｎａ图像对比情况．从图中可看出，

新算法性能与 ＧＰＳＲ和 ＳＰ性能相当，超过了 ＳｔＯＭＰ性
能．这说明对于可压缩的自然图像信号而不是稀疏信
号，新算法性能并不突出．这主要是由于新算法本身没
有精确的信号稀疏度信息所付出的额外代价．另外，新
算法重构的充分条件不是最优的或者不是足够严密的，

因为它仅仅考虑了在最后阶段而忽视了迭代过程中前

面各个阶段对整体性能的影响．还有当增加步长 ｓ时，
虽然使算法的迭代次数减少，但是其性能会逐渐下降．
这就需要在计算复杂度和算法性能之间进行折衷．如何
确定最优步长值 ｓ是将来进一步研究的重要内容之一．

５ 结论

本文提出并实现了一种压缩感知信号盲稀疏度贪

婪跟踪重构算法．其主要特点是不需要预先知道原始
信号的稀疏度信息就可以精确重构信号；它不仅放松

了现有贪婪跟踪算法的一般限制，而且在没有增加计

算复杂度的前提下，其重构性能超过了所有现有的迭

代贪婪跟踪算法性能．另外，新算法还给出了迭代贪婪
重构算法的统一框架，正交匹配跟踪和子空间跟踪可

以看成它的特例；在计算复杂度的和重构算法性能之

间做出了最佳折衷；它更加适合幅度快速下降的稀疏

信号重构．
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